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OLIMPIADA DE MATEMATICA

ETAPA LOCALA - 15 FEBRUARIE 2015

Clasa a IX-a

Se considera o multime G — R care satisface simultan proprietatile:
a) 1leG;
b) xeG=/x+2€G;
C) MEGDX-F‘]-EG;
Aratatica N*cG.
Lucian Dragomir, Gazeta Matematica nr. 12/2014

Determinati termenul general al sirului (x,),., definit prin:

2
Xnst —1, n>1.

¢2
|: Xn+xn+l:| n

X1=1, X2:2 $1 Xn+2=

Marius Perianu, Slatina

Fie ABCD un patrulater inscris intr-un cerc de centru O. Notam cu H,,H,,H,;,H,
ortocentrele triunghiurilor ABC, BCD, CDA, respectiv DAB si cu M, N mijloacele
diagonalelor [AC], respectiv [BD].

a) Aratati ca segmentele [DH,], [AH,], [BH,] si [CH,] au acelasi mijloc P.

b) Aratati ca punctele O, P si mijlocul segmentului [MN] sunt coliniare.

C) Aratati ca daca triunghiurile MH,H, si NH,H, au acelasi centru de greutate, atunci
patrulaterul ABCD este dreptunghi.

[ % ]

Aratati ca pentru orice numere reale a,b,c >0 are loc inegalitatea:

a3—abx/ab+b3—bcx/bc+cs—ca .,
a’+ab+b?> b?+bc+c® c*+ca+a’

Costel Anghel, Negreni, Olt

NOTA. Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru: 3 ore.
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Clasa a X-a

o & X
Problema 1. Determinati numerele reale X pentru care X¥* < (»\/X) .
Aurel Chirita, Slatina

Problema 2. Demonstrati ca pentru orice numar natural n>2 are loc inegalitatea:
Ig2-lg4-...-lg(2n) <Ig"(n+1).
Eduard Buzdugan, Slatina
Problema 3. Se considera numerele complexe, nenule si distincte z,,z,,z, astfel incat |z, |=| z, |=| z, | .
ZSZl

. = Z,Z, : 2,2,
Stiind cd numerele W, =27, +Z, +——, W, =2, + 7, +—— §i W, =27 +27, + sunt reale,
z z z
1 2 3

arataticd w, =w, =w, =0.

Marius Perianu, Slatina

Problema 4. Rezolvati ecuatia:
(3 +2)%%° + 2= (5" —2)"%°.
Marius Perianu, Gazeta Matematica nr. 6-7-8/2014

NOTA. Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru: 3 ore.
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Clasa a Xl-a

Se considerd matricea Ae M, (R) astfel incat det(A” +1,) =det(A+det A-1,)—3detA.

Aritati ca [det Al >2.
Marius Perianu, Slatina

Se considera matricele A, B eM,(IR) astfel incat AB =BA care verifica relatiile:

det(A* + A*B*+B*)=9 si det(A? + B*) + det(AB) =5.

Calculati /det(A? + AB + B2) +/det(A? — AB + B?) .

Traian Tamiian, Gazeta Matematica nr. 5/2014

a) Aratati ca lim i+i+...+L =In2.
ol n4+1 N+2 n+n

b) Calculati limita sirului cu termenul general
1

1 1
+ ++t————, n=>1.
1+4n’+1 2++n*+2 n++/n?+n

Florian Dumitrel, Slatina

Se considera sirul (X,),., definit prin

x €(@2) si xn+1:—%x§+xn+1, n>1.

Aratati ca sirul (x,),., este convergent si calculati limita sa.

Florin Nicolaescu, Bals

NOTA. Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru: 3 ore.
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Clasa a Xll-a

Problema 1. Fie (G,-) un grup si multimea
Z(G)={xeG|xy=yx,Vy eG}.
a) Aratati ca Z(G) este subgrup al lui (G,).
b) Aratati ci daci x* =e pentru orice xeG\Z(G), atunci grupul G este abelian.
Mihai Opincariu, Gazeta Matematica nr. 12/12014

arcsin/x

1
Problema 2. Calculati I—dx.
0

Tiex

Florian Dumitrel, Slatina

Problema 3. Se considera un monoid (M,*) cu urmatoarea proprietate de simplificare:
daca a,b,c,d,xe M verificd relatia a*x*b=c*x*d , atunci a*b=c=*d.
Aratati ca monoidul (M,*) este comutativ.
Dorin Marghidanu, Corabia

Problema 4. Fie f:[a,b] >R o functie crescatoare si continua in a. Aratati ca functia
F:labl>R FO) =] f(t)adt
este crescatoare daca si numai daca f(a)>0.

Florian Dumitrel, Slatina

NOTA. Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru: 3 ore.



MINISTERUL EDUCATIEI $I CERCETARII STIINTIFICE

INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN OLT

OLIMPIADA DE MATEMATICA

ETAPA LOCALA - 15 FEBRUARIE 2015

Clasa a IX-a

Problema 1. Se considerd o multime G — R care satisface simultan proprietatile:
a) 1leG;
b) xeG=Vx+2¢eG;
C) MGG3X+4€G;
Arataticd N*cG.
Lucian Dragomir, Gazeta Matematica nr. 12/2014

Solutie si barem de corectare

1eG 243G =-244€G,adich 2EG .oiiiiiiieeeeeeeeeeee e (1p)
Pentru orice XxeG avem: XeG=>Jx+2eG < J(Xx-D)+3eG=(x-1)+4eG <= x+3eG ... (2p)
AtUNCi 1eG=4eG=7eG,deunde V7+2 G, adicd 3EG oo, (1p)
Folosind o varianta a principiului inductiei matematice, rezultd N*C G .......cccoooiiviiiiiiiiieeecece (3p)

Problema 2. Determinati termenul general al sirului (X,),., definit prin:

2
x =1, %=25x,———m____1 p>q

’ 2 n
|: Xn +Xn+1]

Marius Perianu, Slatina
Solutie si barem de corectare

D T TP PE PRSPPI (1p)
Vom demonstra prin inductie matematica propozitia P(n):a, =n, pentruorice N>1 ... (1p)
P(1), P(2) SUNE AAEVATALE ....c.veueeeiiiiiiiiiitiete ittt ettt b et b et e et e s e sttt bbb n e (1p)
LK K L] 2 K oo eee e 2p)
X, =k+2,deci P(k+2) este adevarata; ca urmare a, =N, Pentru orice N>1 ..o, (2p)

Problema 3. Fie ABCD un patrulater inscris intr-un cerc de centru O. Notam cu H,,H, ,H;,H,
ortocentrele triunghiurilor ABC, BCD, CDA, respectiv DAB si cu M, N mijloacele
diagonalelor [AC], respectiv [BD].

a) Aratati ca segmentele [DH,], [AH,], [BH,] si [CH,] au acelasi mijloc P.

b) Aratati ca punctele O, P si mijlocul segmentului [MN] sunt coliniare.

C) Aratati cd daca triunghiurile MH,H, si NH,H, au acelasi centru de greutate, atunci
patrulaterul ABCD este dreptunghi.

Solutie si barem de corectare

a) H,H, = (OB +OC +0D) — (OB +OC +OD) =OD —OA= AD ....coverrrrrremmressereiessessseasssssesssssesnnenns (2p)
ADH,H,, ABH,H, si BCH,H, sunt paralelograme, ceea ce justifica afirmatia din enunt ...................... (1p)
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De aici se obtine OA+OC =OB+0D, de unde AB =DC , adici ABCD este paralelogram si, fiind
inscriptibil, paralelogramul ABCD eSte dreptungii .........ccueeiiieeiiiieiiii e (1p)

Problema4. Aritatica pentru orice numere reale a,b,c>0 are loc inegalitatea:
a® —aby/ab . b® —bc/be N ¢ —ca+/ca

>0.
a?+ab+b*> b’+bc+c® c?+ca+a’
Costel Anghel, Negreni, Olt
Inegalitatea din enung se scrie echivalent
a® N b* N c? S aby/ab N be/be N ca/ca )
a’+ab+b* b?>+bc+c? c*+ca+a® a’*+ab+b® b*+bc+c® c®+ca+a’
3 3 3 3 3 3
Avem Za b >+ zb ¢ >+ ZC a =0 (2p)
a“+ab+b® b°+bc+c” c“+ca+a
3 3 3 3 3 3
. a b c b c a
deci — >+ >+ == >+ >+ S e (1p)
a‘+ab+b® b°+bc+c® c“+ca+a® a“+ab+b- b +bc+c® c +ca+a
3 3 3 3 3 3 3 3 3
. a b c 1( a’+b b*+c c’+a
Atunci + + == + e 2
a’+ab+b® b’+bc+c® c?+ca+a’ 2[a2+ab+b2 b? +bc+c? c2+ca+a2j (2p)
3 3
. ) . . a+b .
Inegalitatea (*) se obtine observand ca >\/a’h® = ab+/ab sianaloagele ..........c.cccooviieririninnnn. (2p)

2
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Clasa a X-a

o N1 X
Problema 1. Determinati numerele reale X pentru care X¥* < (\/X) .
Aurel Chirita, Slatina

Inecuatia se scrie K M2 ettt eeees (2p)
Pentru x < (0,1) rezulta \/X > g de unde X (0,4) M (0,1) = (0,1) vvvveveeremmeemeeeeesssesesesesessoeeesseeeeneeeeeee (p)
Pentru X e (1,0) rezultd /X <§ , deunde X € (4,00) M (L00) = (4,00) wioerirerierieieisesise s (2p)
I concluzie, X € (0,1) LU (4,00) .uvuvviviveeieeieeeieeesseisessesesses s tsses st se s tas st es st en s s ene et s ss s senteneasans (1p)

Problema 2. Demonstrati ca pentru orice numar natural n>2 are loc inegalitatea:
Ig2-1g4-...-lg(2n) <1g"(n+1) .
Eduard Buzdugan, Slatina

Inegalitatea se scrie echivalent Q/Ig 2:1g4-...-19(2n) <IG(N+D) coeieiee e (1p)
Aplicand inegalitatea mediilor rezultd Q/Ig 2-1g4-...-1g(2n) < lg2+lg4 _; *lgZn) _ Ig(2”n- M) o (2p)
Este suficient sa aratam ca Ig(Z”Tn') <lg(n+1), care se scrie echivalent

2"-n!<(n+1)"©vﬁ<”7+l .............................................................................................. 2p)
Ultima inegalitate rezultad din inegalitatea mediilor aplicatd numerelor 1,2, ..., N ...cooeiiiiiienininieee (2p)

Problema 3. Se considera numerele complexe, nenule si distincte z,,z,,z, astfel incat |z, |=|z, |=| z,|.

.. - Z,Z Z,2 . 2,7
Stiind ca numerele W, =z, +z, + 22, W, =2, +7 +—=2 §i W, =2, +2,+—=2 sunt reale,
Zz z

1 2 Z3

aratatica W, =W, =W, =0.
Marius Perianu, Slatina
Notdm |z, |=|z,|=|z;|=r>0, s=z,+2,+2,, M=22,+ 2,2, + 7,Z,, P=17Z,Z,.

Avem w, = L (1p)
Zk
Cum W, e R, 1eZUltd Wy, = W coooviiiiiiiiiiiici s (1p)



MINISTERUL EDUCATIEI $I CERCETARII STIINTIFICE

INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN OLT

_ 2 _ 4 -
Deoarece z, _r sim _SC Jdin Do equia pm=sr’z?, K=123 ..o, (2p)
Zk p Zk Zk
Presupunand s =0, rezultd z} =7 =77 Zp_n21 , deci cel putin doua dintre numerele z,,z,,z, sunt egale,
sr
CONLTAICEIE CU IPOLEZA  ..vvveeiiiiiee ettt e ettt e ettt e et e e et e e e ekt e e et e e e et e e sk e e et e e e st e e e e e nnneeeeaas (2p)
Caurmare, s=0,de unde m=0 sideci W, =W, =W, =0 coooveviiiiiiiiiiiiiiiii e (1p)

Problema4. Rezolvati ecuatia:
(3)( + 2)Iog53 +2= (5>< _ 2)I0g35 .
Marius Perianu, Gazeta Matematica nr. 6-7-8/2014

Ecuatia se rescrie (3* +2)"%% +2 =542 i notand y = log, (3" +2) , rezultd 3’ +2=5"%¢"? say,
echivalent 10g,(5" —2) =100, (3% +2) .vevuriiriiriiiiiiiiii (2p)
Notand z =log, (3" +2), rezultd log,(5* —2) =z ,de unde X =100y (3" +2) .occvirrrrriimiiniiiiiiieieien, (1p)
Considerand functia crescatoare f :R — R, f(t)=log,(3' +2),rezultd y=f(x), z=f(y), x=1(2) ..... (1p)
Presupunand, de exemplu, x<y,atunci x<y= f(x)< f(y)<y<z= f(y)< f(z) = z<x, deci

XY SZ X, U8 UNE X = Y = Z ittt ettt ettt ettt e e nnb e e e as (2p)
Ca urmare, x=log, (3" +2) < 3" + 2=5", ecuatie cu solutia unicd x=1. Asadar, x=y=z=1............ (1p)
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Solutii si bareme de corectare

Problema 1.

Fie f(z) =det (zly — A) =2? —tz+d, unde t = Tr A, d=det A ...........coiiiiiiiiiiiiiiinaaii. 2p
Deoarece A% + Iy = (A —ily) (A+ils), rezultd det (A% + Io) = f (i) f (—i) = (d — D262 2p
det(A+dl) = f(—d) = d? +1d 4 d oo 1p
1
Relatia din enunt conduce la t? + 1 = td, de unde d = t + AR LR LR LR T ETEREERRERRERRER 1p
1
Atunci |d| > || + m /A 1p

Problema 2.
Notdm det (A% — AB + B?) = p si det (A% + AB+ B?) = q.

Cum AB =BA = A*4+ A’B? + B* = (A2 — AB+ BQ) (A2 + AB + BQ) srezulta pg =9 ... 2p
Pentru X = A%+ B% i Y = AB, din identitatea det (X +Y) + det (X —Y) = 2(det X + det V), rezulta
D G = 10 e 4p
Se obtine {p,q} = {1,9},deunde \/D+ /G =4 ..oooiii 1p

Problema 3. 1 1
a) Folosind eventual faptul ca sirul (c,),,~;, ¢» =1+ = 4+ ... + — — Inn este convergent, rezulta:
2 n

2
1 1
] + ) + ...+ i =cop +In2n — (¢, +Inn) = cap, — ¢, + 102, care converge laln2 ........ 2p
b) Notdm b,, = Z TR Deoarece
k=1
- 1 1 - Vn2 4+ k-
0 S bn —a, = Z ( . ) _ ns + n _
\n+k  k+Vn2+k = (n+k)(k+vn?+k)
- > “ <y &=t
= (n+k)(k+Vn2+k) (Vn2+k+n) ~ in 2n
rezultd ¢ 1Hm (Dy, — @n) = 0 oot 4p
Cum lim b, =Iln2sia, =b, — (b, —ay), deducem ¢ lim a, =In2 .......... ... ..., 1p

Problema 4. )
Fie functia f : R = R, f(z) = —§m2 + 2+ 1, rezultd ca f (x) € (1,2), pentru orice z € (1,2) ......... 1p
Cum zp41 = f(2n), Yn > 1, rezultd ca z,, € (1,2), pentru orice n > 1, deci sirul (z,),,~, este marginit 1p
Deoarece f este strict descrescitoare pe (1,2), subsirurile (z2,—1),~; $1 (2,),,~; sunt strict monotone, de
monotonii diferite, deci convergente ...................ciiiiiiiiiii.. e S 3p
Fie a = lim f(z2,-1) $i b= lim f (z2,); atunci, prin trecere la limita rezultd f (a) =bsi f(b) =a . 1p
n—oo n—oo
Ca urmare a si b sunt solutii ale ecuatiei (f o f) (z) = &, care se scrie echivalent (2% —2) (2% — 4z + 6) = 0.
Cum a,b € [1,2], rezulti a = b = /2, deci sirul (z,,), -, este convergent si lim x, =2 ............. 1p
- n—oo
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Solutii si bareme de corectare

Problema 1.

A) A,0 € Z(G) = ab € Z () ot 1p
A€ Z(G) = a7 € Z(G) oo 1p
b) Fie a € G arbitrar. Vom ardta ci ax = za, pentru orice z € G.

Dacd a € Z (G) sau z € Z (G) afirmatia este evident& ......... ... ..o 1p

Dacd a,r € G\ Z (G), atunci a? = 2% = e. Avem dou cazuri:

o daciar € Z(G), atunci ax -2~ ! = 27! - az, deci a = 2 tax, deunde za =ax .................... 2p

o daciaz ¢ Z(G), atunci (az)’ =e=a? 22, deunde 2a = A ...l 2p
Problema 2.
x [™? dt
Notand integrala din enunt cu I, cu schimbarea de variabili & = sin® ¢, rezulti I = — / _
4 /)y sint+cost
t t
Cumsmt—it,cost—it si (tg2> —2(1+tg 2) ................................. 1p

1+tg25 1+tg2§

rezulta

t i
I__7T/7T/2 (tg2> di __’7'(/1 du B s
0 0

u—1—+2

=—= = - n = 1+v2) 3
2 o t 3 2o u2—2u—1 2V2  |lu—1+V2 4 (1+v2) 3p
tg® - —2tg=- —1 0
2 2

Problema 3.
Deoarece legea * este asociativd, rezultd ci (e #b) xa = a * (b*a), pentru orice a, b€ M ............. 3p
Notand cu e elementul neutru, rezultd (a xb) * a * e = e * a x (b * a) si, folosind proprietatea de simplificare
din ipotezd pentru x = a, rezultd (a *b) x e = e * (b* a), de unde a * b = b x a, pentru orice a,b € M ..... 4p

Problema 4.
(<) Dacd f (a) > 0, atunci f (¢) > f (a) > 0 pentru orice t € [a,b] ....vvviiiniiiiiii i 1p
Prin urmare, pentru orice z1,x2 € [a,b], 1 < T2, avem

F(xg)—F(zl):/mzf(t)dtZ(),

AAICE F (1) < F (2) oo ettt ettt e e 2p
(=) Presupunem cd f(a) < 0. Cum f este continud in a si f(a) < f;a), existd ¢ € (a,b) astfel incat
ft) < @ PENEIU OTICE € € [@y €] vttt ettt e 2p

Obtinem F (c / f@®)dt<(c—a)- @ < 0, contradictie ..........oiiiiiiiiii 2p



	OLM Olt 2015 cls 09-12 enunturi.pdf (p.1-4)
	OLM Olt 2015 cls 09-12 en+sol.pdf (p.5-10)

